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Resumen
Haremos una comparacio´n entre la dina´mica del colapso gravitacional esfe´rico para
un universo de Friedmann-Lemaˆıtre-Robertson-Walker (FLRW) de primer orden en
el contexto de relatividad general, con el resultado correspondiente obtenido para el
colapso gravitacional en el marco de la teor´ıa de gravedad modificadad f(R). Este
trabajo tiene como objetivo la creacio´n de un modelo anal´ıtico que explique las fuentes
de las estructuras a grandes escalas en el universo presentando una aproximacio´n del
modelo de colapso gravitacional esfe´rico dentro del marco de las teor´ıas de gravedad
modificada f(R).
Palabras clave: Colapso Gravitacional, Relatividad General, Teorias de f(R)
Abstract
We will make a comparison between the dynamics of spherical gravitational co-
llapse for a perturbed FLRW universe to first order in the context of general relativity,
with the corresponding results obtained for the gravitational collapse under theories
of modified gravity f(R). This work is aimed at obtaining an analytical model of expla-
nation a source of large scale structures in the universe presenting an approximation
of model spherical gravitational collapse under theories of modified gravity f(R).
Keywords: Gravitational Collapse, General Relativity, Theories f(R) .
1Universidad Nacional de Colombia. E-mail: cdperaltag@unal.edu.co
2Universidad Nacional de Colombia. E-mail: lcastanedac@unal.edu.co
1
1 Introduccio´n
La teor´ıa de la relatividad general de Einstein se constituye como el paradigma cien-
t´ıfico ma´s importante en el a´mbito de la descripcio´n gravitacional por sus aportes
conceptuales, soportes experimentales de alta precisio´n en los diferentes test de eva-
luacio´n que la teor´ıa misma ha promovido y, recientemente, resultados en el a´mbito de
la simulacio´n computacional que nos presenta un panorama virtual casi indistinguible
al ojo humano de las observaciones ma´s recientes del universo. Al mismo tiempo
es, junto con la meca´nica cua´ntica, la teor´ıa ma´s exacta ja´mas antes estudiada en
toda la historia de la ciencia. De igual modo, presenta una descripcio´n coherente del
espacio, el tiempo, gravedad y materia a un nivel macrosco´pico. En el a´mbito de
la cosmolog´ıa, la teor´ıa de la relatividad general le da un nuevo soporte, dado que
las ideas fundamentales sobre las percepciones del universo se van abriendo a nuevas
posibilidades de exploracio´n, medicio´n y modelamiento. Desde el inicio de esta teor´ıa,
Einstein se pregunto´ si e´sta era la teor´ıa definitiva capaz de describir las interacciones
gravitacionales. Comenzo´ as´ı la carrera de verificar y probar la relatividad general.
En las u´ltimas tres de´cadas se empezaron a mostrar fallas fundamentales de la teor´ıa
en lo que respecta a la descripcio´n de los problemas cosmolo´gicos (Problema de plan-
itud, monopolos magne´ticos, paredes de dominio, horizonte) mediante el modelo de
Big Bang, para lo cual se derivo´ un modelo que resuelve estos problemas en un esce-
nario co´smico llamado inflacio´n y la incapacidad de dar una descripcio´n cua´ntica de
la gravedad, Guth (1981). Estas razones han dado paso a varias propuestas teo´ricas
para conseguir modelos que puedan reproducir las interacciones gravitacionales en es-
tas escalas. Una de las ma´s u´tiles presentadas son las teor´ıas de gravedad extendidas,
Capozziello & Francaviglia (2008), las cuales esta´n basadas en las correciones y am-
pliaciones a la teor´ıa de Einstein. Dentro de estas teor´ıas alternativas, se encuentran
las que permiten que el Lagrangiano dependa de una familia de diferentes funciones
del escalar de Ricci, conocidas como teor´ıas de gravedad modificada f(R).
Se encuentran en la literatura varias motivaciones para modificar la relatividad
general. Entre ellas se incorporar completamente el principio de Mach en la teor´ıa.
Einstein so´lo pudo introducir una de las ideas de Mach y a pesar de ello, esta idea
admite una solucio´n anti-Machaiana, el universo de Go¨del, Go¨del (1949). De acuerdo
con el principio de Mach, el marco de referencia inercial local esta´ determinado por
el movimiento promedio de los objetos astrono´micos distantes. Esta caracter´ıstica
implica que el acople gravitacional en un punto del espacio-tiempo no es absoluta,
sino que esta´ determinada por la materia circundante. Por tanto, se convierte en
una funcio´n de la ubicacio´n en el espacio-tiempo -un campo escalar- es decir, la con-
stante gravitacional cambia de acuerdo a la e´poca en la que se encuentre el universo.
La teor´ıa de Brans-Dicke fue la primera en plasmar completamente una alternativa
a la relatividad general de Einstein dentro del marco de teor´ıas de gravedad alter-
nativa. Consiguio´ la variacio´n del acople gravitacional acoplando un campo escalar
no mı´nimalmente a la geometr´ıa consiguiendo una implementacio´n ma´s adecuada del
principio de Mach que en el caso de relatividad general Brans & Dicke (1961).
Por otro lado, las teor´ıas de gravedad extendidas exhiben naturalmente un com-
portamiento inflacionario capaz de sobrellevar las fallas del modelo de Big Bang
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basado en relatividad general Starobinsky (1980). Se ha demostrado que, por medio
de transformaciones conformes, te´rminos de alto orden en la curvatura y te´rminos
acoplados no mı´nimalmente, siempre corresponden a gravedad de Einstein ma´s un
campo escalar mı´nimamente acoplado a la curvatura. De esta manera, se puede
mostrar que gravedad f(R) es equivalente no so´lo a una teor´ıa tensor-escalar sino
tambie´n a una teor´ıa de Einstein, acoplada a un fluido ideal, propiedad que es u´til en
escenarios inflacionarios Peralta & Rodr´ıguez (2012).
Adema´s, el diagrama de Hubble de supernovas tipo Ia, mostro´ evidencia de que
el universo esta´ actualmente en una fase de expasio´n acelerada, Knop (2003). La
explicacio´n ma´s simple, que mejor se ha ajustado a los datos, es el de la constante
cosmolo´gica Λ. Las observaciones sugieren que existe una especie de fluido descono-
cido de presio´n negativa, en la densidad de materia, que domina todo el universo
(en un 68% de acuerdo a su medicio´n ma´s reciente Planck (2010)) conocida como
energ´ıa oscura a la cual se le asocia la expasio´n acelerada. Sin embargo, el modelo
de constante cosmolo´gica falla al explicar por que´ el valor inferido es pequen˜o en
comparacio´n con el valor t´ıpico predicho por la densidad de energ´ıa de vac´ıo en el
modelo esta´ndar de part´ıculas elementales (en 120 o´rdenes de magnitud por debajo lo
cual es una cata´strofe para la teor´ıa). Una forma de aproximarnos a este problema es
asumir que la aceleracio´n no esta´ asociada directamente al fluido desconocido sino que
es una accio´n neta de la dina´mica del espacio-tiempo. Desde este punto de vista, se
intenta modificar las ecuaciones de Einstein desde su geometr´ıa para intentar ajustar
los datos reportados sin necesidad de incluir fluidos exo´ticos en el modelo, es decir,
so´lo con materia esta´ndar.
En el presente trabajo se estudia el colapso gravitacional en el marco de la teor´ıa de
gravedad modificada f(R), Borisov (2009). Este trabajo se divide principalmente en
cuatro partes. Inicialmente, se estudian las perturbaciones me´tricas de primer orden
de la teor´ıa usando un modelo de universo de Friedmann-Lemaˆıtre-Robertson-Walker
(FLRW), obteniendo as´ı una ecuacio´n tipo Poisson, la cual gobierna la dina´mica
del perfil de densidad. En segundo lugar, se estudia las ecuaciones de campo en
teor´ıas de gravedad modificada f(R). En tercer lugar, se muestra las ecuaciones
dina´micas modificadas. Finalmente, llevaremos la formulacio´n de perturbaciones de
primer orden para obtener la ecuacio´n tipo Poisson correspondiente en el marco de la
teor´ıa de gravedad modificada f(R).
2 Perturbaciones en Relatividad General
Tomando un gauge conforme Newtoniano, la me´trica de FLRW resultante es
ds2 = a2(τ)
[−(1 + 2φ)dτ2 + (1− 2ψ)(dx2 + dy2 + dz2), ] (1)
donde ψ y φ son las perturbaciones escalares y
τ ≡
∫ t
0
dt′/a(t′), (2)
el tiempo conforme. La dina´mica del campo gravitacional esta´ dada por la ecuacio´n
de campo de Einstein (ver Malik & Wands (2009), Bardeen (1980) y Hortu´a et al.
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(2013))
Gαβ = kTαβ. (3)
donde k = 8πG y c = 1 son constantes. Usando una me´trica tipo FLRW y tomando
perturbaciones de primer orden, las componentes del tensor de Einstein son
G00 = 2∇2ψ − 6Hψ′ + 3H2, (4)
G0j = 2∂j(ψ
′ +Hφ), (5)
Gij = (−H2 − 2H′)δij +
[
2ψ′′ −∇2(ψ − φ) +H(2φ′ − 5ψ)
−(2H′ + 4H2)(φ + ψ)]δij + ∂i∂j(ψ − φ). (6)
Adicionalmente, definimos un tensor de Energ´ıa-Momentum para un modelo de polvo
Tαβ = (ρ¯+ δρ)uαuβ. (7)
La componente 0− 0 de las ecuaciones de campo obtenida es
δG00 = 8πGδT00,
2∇2ψ − 6Hψ′ = 8πGa2(δρ+ 2ρφ),
∇2ψ = 3Hψ′ + 4πGa2δρ+ 8πGa2ρφ. (8)
de la componente 0− j se obtiene la condicio´n
δG0j = 8πGδT0j = 0,
2∂j(ψ
′ +Hφ) = 0,
ψ′ +Hφ = 0,
ψ′ = −Hφ. (9)
Tomando la ecuacio´n (9) y remplazando en la ecuacio´n (8) obtenemos
∇2ψ = −3H2φ+ 4πGa2δρ+ 8πGa2ρφ. (10)
Por otro lado, la ecuacio´n de Friedmann en el fondo es
H2 = 8πG
3
a2ρ¯. (11)
Por la ecuacio´n (10) obtenemos finalmente
∇2ψ = 4πGa2δρ. (12)
Esta es la ecuacio´n de campo de Einstein ana´loga a la ecuacio´n de Poisson en gravedad
Newtoniana. La solucio´n de la ecuacio´n (12) en cordenadas como´viles es
ψ(x, τ) = −4πGa(τ)2
∫
δρ(x′, τ)
|x− x′| d
3x′, (13)
y la ecuacio´n de movimiento para part´ıculas de materia oscura en tiempo conforme
esta´ dada por
d2xc
dτ2
+H(τ)dxc
dτ
= −∇xψ. (14)
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3 Ecuaciones de Campo en Teor´ıas de Gravedad Modificada f(R)
La accio´n general incluye un te´rmino de frontera SBond, esta se escribe como
Smod =
1
2k
(S + SBond) + Sm, (15)
con
S =
∫
V
d4x
√−g (R+ f(R)) , (16)
el te´rmino de frontera descrito como
SBond = 2
∮
∂V
d3yǫ
√
|h|fR(R), (17)
y Sm es la accio´n de materia. Tomando las variaciones respectivas y evaluando
apropiadamente los te´rminos en la frontera, obtenemos (ver Guarnizo et al. (2010),
Guarnizo et al. (2011))
Gαβ + fR(R)Rαβ − 1
2
f(R)gαβ + gαβfR(R)−∇α∇βfR(R) = kTαβ. (18)
La traza de la ecuacio´n (18) es
3fR + fRR− 2f = kT, (19)
donde  = ∇α∇α, es el operador D’Alembertiano.
4 Ecuaciones Dina´micas Modificadas
Las ecuaciones dina´micas modificadas para la me´trica de FLRW perturbada a primer
orden y fluido perfecto son
• Ecuacio´n de Friedmann Modificada:
3H2 =
1
fR
(
kρ+
1
2
(RfR − f)− 3HfRRR˙
)
. (20)
• Ecuacio´n de Raychaudhuri Modificada:
2H˙2 + 3H2 = − 1
fR
(
kP +
1
2
(f −RfR) + fRRR¨+ fRRRR˙2
)
. (21)
• Ecuacio´n de Continuidad Modificada:
kρm
fRRR˙
f2R
= ρ˙curv + 3Hρcurv(1 + ωcurv), (22)
donde se define
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• ρcurv =
(
RfR−f
2
− 3HfRRR˙
)
/fR.
• Pcurv =
(
2HR˙fRR +
f−RfR
2
+ R¨fRR + R˙2fRRR
)
/fR.
• ωcurv = R¨fRR+R˙2fRRR−HR˙fRRRfR−f
2
−3HfRRtR
− 1.
aqu´ı el punto indica la derivada respecto del tiempo cosmolo´gico.
5 Ecuaciones de Campo Perturbadas con f(R) y Modelo de Polvo
La ecuacio´n de campo (18) podemos rescribirla as´ı
(1 + fR)Rαβ − gαβ
(
R+ f
2
−fR(R)
)
−∇α∇βfR(R) = kTαβ. (23)
Para continuar con nuestro ana´lisis debemos considerar la teor´ıa en el re´gimen cuasi-
esta´tico, en las que tendremos en cuenta las siguientes aproximaciones
• f
R
<< 1,
• fR << 1,
• fRR << 1,
• ∇fR >> f ′R.
De modo que la ecuacio´n (23) bajo estas aproximaciones queda de la siguiente forma
Gαβ + gαβ∇2fR −∇α∇βfR = kTαβ, (24)
cuya traza tiene la siguiente forma
∇2fR = 1
3
[kT +R] . (25)
As´ı para la componente 0− 0 tenemos
G00 + g00∇2fR −✘✘✘✘∇0∇0fR = kT00. (26)
Introduciendo las perturbaciones obtenemos
G¯00 + δG00 − a2 (1 + 2φ)
(
1
3
[−k (ρ¯+ δρ) + R¯+ δR]
)
= a2k (ρ¯+ δρ+ 2φρ¯) .(27)
Sustrayendo el fondo FLRW resulta
2∇2ψ − 6Hψ′ − a2
(
1
3
[−k (δρ+ δR)] + 2φ
3
[−kρ¯+ R¯]
)
= a2k (δρ+ 2φρ¯) .(28)
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De la componente 0− j del tensor de Einstein para el modelo de polvo se obtiene la
condicio´n
ψ′ = −Hφ. (29)
Por su parte, la ecuacio´n de Friedmann modificada a orden cero en el tiempo conforme
bajo las condiciones de la aproximacio´n cuasi-esta´ticaviene expresada como
3H2 = a2
(
kρ¯+
1
3
[−kρ¯+ R¯]
)
, (30)
por lo tanto, en la ecuacio´n (28) queda escrita como
2∇2ψ +
✟
✟
✟6H2φ−
✘✘
✘✘
✘✘
✘✘
✘✘
✘✘
2φa2
(
kρ¯+
1
3
[−kρ¯+ R¯]
)
= a2
(
kδρ+
1
3
[−kδρ+ δR]
)
. (31)
De esta manera obtenemos una ecuacio´n de tipo Poisson modificada en f(R) para el
caso cuasi-esta´tico
∇2ψ = a2
(
1
3
kδρ+
1
6
δR
)
. (32)
Note que en el l´ımite de la relatividad general se obtiene que δR = 8πGδρ. Finalmente
la ecuacio´n para el potencial gravitacional se reduce la ecuacio´n no modificada
∇2ψ = 4πGa2δρ. (33)
6 Conclusiones
En el contexto de la relatividad general, al retirar el fondo y analizar solamente la parte
neta perturbada de las ecuaciones de campo de Einstein de primer orden, obtuvimos
que sus componentes se presentan en forma de ecuacio´n tipo Poisson
∇2ψ = 4πGa2δρ. (34)
Adicionalmente, la ecuacio´n geode´sica para materia oscura es
d2xc
dτ2
+H(τ)dxc
dτ
= −∇xψ (35)
Por su parte, Las componentes de las ecuaciones de campo en gravedad modifi-
cada perturbadas hasta primer orden bajo la aproximacio´n cuasi-esta´tica producen
ecuaciones tipo Poisson que relacionan el potencial de la perturbacio´n con el elemento
de densidad perturbado ma´s un te´rmino perturbado de la curvatura.
∇2ψ = a2
(
1
3
kδρ+
1
6
δR
)
(36)
Al comparar los escenarios de gravedad de Einstein con la de gravedad modifi-
cada f(R) bajo la aproximacio´n cuasi-esta´tica se recuperan las ecuaciones de campo
perturbadas de primer orden en Relatividad General.
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Esta ecuacio´n junto a la ecuacio´n de la traza
∇2fR = 1
3
[kT +R] (37)
Son las ecuaciones que dominan el colapso gravitacional en este contexto.
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